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SUR LES PLONGEMENTS, ADMETTANT ZERO OU UN 
POINT FIXE, DU DISQUE DANS LE PLAN 
BRIJNO SCHMITT 
(~ec~j~e~ 1 May 1974) 
DBSIGNONS par E le plan euclidien orient& D le disque unite, centre en 0, et horde par C. 
Fig. 1. Fig. 2. 
Etant don&e une application continue u: C + E, suns point fixe, on appelle degre de a, note 
d(o), fe nombre afg&tique de rotations du vecteur d’origine x, d’extremite o(x), Iorsque x 
parcourt une fois C dans le sens direct. Le theoreme de Brouwer dans le plan peut alors 
s%noncer: 
Si h :D+E est une application continue sans point fixe, alors d(a) = 0, oii u = h/C. 
L’article ci-dessous e propose de repondre aux question suivantes, la premiere pouvant &tre 
consideree comme une rtciproque du theortme de Brouwer: 
Soit u: C + E un plongement direct (c’est-adire une application injective bicontinue 
conservant l’orientation), sans point fixe, tel que l’hypothese (*) soit vCrif%e: 
(*): o est C”, et en rout point de J = C II a(C), C et n(C) sent transverses. Alors 
(1) si d(cr) = 0, existe-t-i1 un prolongement h de a au disque, qui soit un homiomorphisme 
sans point fixe? 
(2) si d(u) n’est pas suppose nul, It quelle condition necessaire t suthsante, portant sur u, 
existe-t-i1 un prolongement h de u au disque, qui soit un homtomorphisme admettant un seuf 
point fixe, 0 par exemple? 
Pour repondre a ces questions, il est indispensable d’introduire des degres “partiels” pour cr: 
soit D’ la composante compacte du plan bordee par C’ = u(C), et soit K = D n D’; d’aprbs (*), 
l’ensemble J = C 17 C’ est fini, et done le nombre de composantes connexes de K est fini; on 
supposera que K est non vide, sinon les questions (1) et (2) sont triviales, et on supposera en 
outre que 0 est a l’interieur de K. Appelons Ko la composante connexe de K qui contient 0, Ki 
(i = 1,. . . n) les autres. 
LEMME. Soit h : D + E un hom~omo~hisme pro~ongean? u au disque ; les nombres 
d, = d(hlaK), (i = 0, 1,. . . n) sont dkfinis, et indkpendants du choix de h. 
11 s’en suit que les nombres di dependent seulement de o; ces degris partiels (leur somme st 
&gale a d(u)) permettent de donner les reponses uivantes aux questions (1) et (2): 
TH~OREME 1.L “homiomorphisme o est prolongeable au disque par un homkomorphisme suns 
point fixe si et seu~emen~ si: 
di=O (i=O,l,...n) 
THBORBME 2. L’hom4omorphisme u est prolongeable au disque par un homtomorphisme 
admettant 0 comme seul point fix.e si et seulement si: 
di=O (i=l,...n) 
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Fig. 3. Fig. 4. 
La meme technique permet d’affirmer que le nombre minimum de points fixes d’un 
homeomorphisme prolongeant u est le nombre de degres partiels di qui sont non nuls, et qu’il 
existe un prolongement qui realise ce minimum. 
Remarquons que l’hypothbse (*) faite sur u n’est pas indispensable; en effet si [T : C + E est 
un homeomorphisme, une technique semblable a celle utiliste par D. Epstein[2] permet de 
montrer qu’il existe un homeomorphisme u’ : C + E suffisamment voisin de u, tel que u’ 
satisfasse (*), et tel que les conditions de prolongabilite ne soient pas alterees par la substitution 
de CT’ a u. 
Cet article est le premier d’une serie de trois: les deux autres seront consacres aux 
homeomorphismes du plan admettant au plus un point fixe, et aux systemes differentiels de 
dimension 2, a coefficients ptriodiques, admettant au plus une solution periodique; si X est 
l’ensemble de ces homeomorphismes, et Y l’ensemble de ces systemes differentiels, munis de la 
topologie de la convergence compacte, on y Ctudiera le problbme suivant: Ctant don& h,, hz 
dans 2, (ou sI, s2 dans 9’) peut-on deformer contintiment h, en hz (ou sI en sz)? en d’autres 
termes, quelles sont les composantes connexes de X et Y? le dernier probleme a deja ete 
resolu [4] pour les systemes lineaires; nous montrerons que dans le cas non lineaire, les resultats 
sont tres semblables; on aura obtenu ainsi une classification des solutions periodiques isolees des 
systemes differentiels a coefficients periodiques. Tous ces problemes ont CtC abordes dans [5]. 
80. CONTRE-EXEMPLE 
Nous donnons ici un exemple d’homeomorphisme u : C * E tel que d(u) = 0, qui n’admet pas 
de prolongement a D par un homeomorphisme sans point fixe: 
L’homeomorphisme u est mattrialise par des fleches d’origine x E C, d’extremite u(x); on 
constate que K = K, U K2 avec d, = 1, d2 = - 1. 
Le Theo&me 1 permet alors d’affirmer que u n’admet pas de prolongement au disque par un 
homtomorphisme sans point fixe, alors que le Theoreme 2 prouve que chacun des 
homeomorphismes h prolongeant u a alors au moins un point fixe a I’interieur de K,, et un autre 
a I’interieur de Kz; et qu’en outre, il existe des homeomorphismes h prolongeant u admettant un 
seul point fixe dans K,, un seul point fixe dans K *, ces points fixes pouvant etre choisis 
arbitrairement a I’interieur de K, et K2. 
§l. DEMONSTRATION DU LEMME 
L’existence de h prolongeant u est une consequence du theorbme de Schoenflies [3], et on a 
alors D’ = h(D). L’ensemble aK, est une reunion d’arcs de C et d’arcs de C’; c’est une courbe 
fermte simple; par hypothtse h n’a pas de point fixe sur C et done pas non plus sur C’; il s’en suit 
que h n’a pas de point fixe sur JK,, et le degre d(h/aK,) est defini pour tout i E (0.. . . n). Soit 
alors h’ un autre prolongement de u a D ; I’homeomorphisme h -’ 0 h ’ envoie D sur D et se reduit 
a I’identitt sur C; d’apres le lemme d’Alexander[ 11 h-’ 0 h’ est alors isotope a I’identitt sur D; les 
homeomorphismes h et h’ sont done isotopes, par une isotopie h, qui prolonge u pour tout 
A E (0, 1); le degrt d(h,/aK,) etant invariant dans I’isotopie, le lemme est demontre. 
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82. DEMONSTRATION DES THEOREMES 1 ET 2 
La demonstration des thtoremes se fera par recurrence sur le nombre de composantes 
connexes de K = D fl D’, non vide, puisque 0 E K. 
Dans la suite, nous appellerons: 
Z l’ensemble des homtomorphismes cr: C + E sans point fixe satisfaisant l’hypothise (*); 
H,(y E Z) l’ensemble des homeomorphismes h :D -)E, admettant 0 comme seul point 
fixe, et tels que d(hlC) = y. 
Z&(-y E Z) l’ensemble des u E 2 pouvant etre prolong& au disque par h E Hy 
On munit 2,. H,, 2, de la topologie de la convergence compacte. 
2.1. Si J = C n C’ est vide, alors K a une seule composante, t d(o) = 1; la demonstration 
du fait que o est dans H, sera alors une consequence immediate d’un lemme ulterieur (2.3.c.). 
2.2. Supposons .I non vide: on designe alors les elements de J, en nombre fini, de la maniere 
suivante; soit a un point J tel que, en parcourant C et C’ dans le sens direct, C’ p&r&e a 
l’indrieur de C en u ; appelons b le point suivant de J sur C, puis c, d, etc.; les points d’entrke de 
C’ dans C, et les points de sortie alternent sur C et aussi sur C’. 
LEMME. L’ensemble K = D II D’ est connexe si et seulement si les points a, b, . . .1 sont 
rencontre’s dans cet ordre en parcourant C’ dans le sens direct. 
De’monstration. Supposons a, b, . . . I rencontres dans cet ordre sur C’; considerons alors la 
courbe fermee composee des arcs 
ab (sur C’) 
bc (sur C) 
la (sur C) 
c’est une courbe fermee simple, et la reunion de cette courbe et de son inttrieur est Cgale a K, qui 
done est connexe. 
Reciproquement, supposons que a, b, . . . I ne soient pas dans cet ordre sur C’. Appelons 
p E J le point constcutif a a en suivant C’ dans le sens direct. Soit (Y E J le point prtckdent b 
sur C’, Necessairement l’ordre des quatre points sur C est ab@ ; la composante connexe de K 
contenant a est incluse dans la courbe fermCe simple a/? (sur C’) pa (SLU C); tandis que celle 
contenant b est incluse dans la courbe fermte simple ba (sur C’) cub (sur C); comme les 
domaines ainsi limit& ont une intersection vide, K est non connexe. 
2.3 Premier pas de la rkurrence: demonstration du theortme lorsque K est connexe. 
2.3.a. Associons a u E X la suite “‘cyclique” 
(a) = (a, b,. . . a’, c,. . .) 
obtenue en Ccrivant les points de J et leurs images par (T dans l’ordre oti on les rencontre en 
parcourant C’ dans le sens direct, et en partant de a, point d’entree. D’apres le Lemme 2.2., la 
suite (a. b. . . . I) est, dans cet ordre, une sous-suite de (a); comme CT conserve l’ordre et 
I’orientation, (a’, b’, . . . I’) est aussi, dans cet ordre, une sous-suite de ((T). 
Remarque. 11 peut se faire qu’un point prime, par exemple a’, coincide avec un point non 
Fig. 5. Fig. 6 
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prim& par exemple b. Now icrirons alors arbitrairement sous l’une des formes: 
(a)=( . . . . a’=b ,...) ou (a)=( . . . . b=a’,...) 
2.3.b. D.@tition. Etant don& CT E 8 et 5 E 2, on dit que les suites (u) et (5) sont de m&me 
type, et on krit (u) =L (6), si les points a, b, a’, c, . . . et ri, 6, a”, c’, . . . sont rencontks dans le 
m&me ordre. 
2.3.~. LEMME. On a (u) = (5) si et seulement si a et 6 sont conjuguks par un homt!omorphisme 
du plan admettant 0 comme point fixe, et laissant C globalement invariant. 
D4monstration. La condition suffisante st immediate; supposons done que u et @ sont tels 
que (u)=(G); il existe alors un homkomorphisme: 
Q:c+c 
tel que 
Q(P)=fi (CL E J). 
On peut Ctendre Q g C’ de manii$re que 
Q(P’)= ;’ (CL E 1) 
puis, par le thCorkme de Schoenflies [3], on peut Ctendre l’homkomorphisme B E tout entier par un 
homkomorphisme h, tel que h (0) = 0. 
COROLLAIRE. Si (u) = (G), et si u E Z,, alors L? E 2,. 
2.3.d. LEMME DE PERMUTATION. Si les suites (a) =(. . . p’, Y,. . .) et (6)=(. . . u,p’. . .) sent 
identiques d l’exception du couple de lettres consdcutives t.~‘, Y oh p # v, rencontr4es duns un ordre 
difkent dans (a) et (I?), alors on a: 
Dkmonstration. Soit u E 2, et h E H, un prolongement de u; il existe IJ voisinage tubulaire 
d’un arc a/3 de C’, contenant p’ et Y, et tel que: 
u n h(o)=0 
v II C’=a@ 
0 6z v. 
11 existe alors une isotopie ‘pA : E -P E, telle que ‘pa = id., se rdduisant Al’identitt en dehors de 
u, conservant globalement v II C’, et tel que CL’, V, Q,(P’) soient dans cet ordre sur l’arc afi. 
L’homtomorphisme h, = Q* 0 h est alors une isotopie, dans H,, entre h et h,: comme hJC et 
G sont de mime type, le lemme est dtmontrk. 
On voit done ainsi que les trois suites (. . . Y, p’ . . .), (. . . v = p’ . . .) et (. . . p’, v . . .> sont 
simultarkment dans Z,, P condition que k # v. 
Fig. 7. 
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2.3.e. Le lemme de permutation introduit une relation d’kquivalence dans l’ensemble des 
(I E 2,. Si alors K est connexe, mettons en tvidence une forme normale dans la classe 
d’kquivalence de (u): Soit u E Z, tel que K soit connexe, et J non vide. Appelons Z(o) la 
composante connexe par arcs contenant c, de l’ensemble des plongements 6 E H admettant le 
m&me nsemble image C’ que u, muni de la topologie de la convergence uniforme. 
Lorsque 6 parcourt Z(a), le point @’ = 6.(p) (CL E J) parcourt sur C’ un arc connexe: 
D&it&ion. On appelle domaine de p (p E J), not6 dam(p), I’ensemble 
dam(p) = {6(~)I6 E X((T)}. 
C’est un arc ouvert connexe sur C’; appelons respectivement i(k) et s(p) ses bornes inftrieure 
et supkrieure, sur C’ orient& 
11 est clair que: 
i(F) E J s(p) E J, (CL E 0 
Montrons que si s(p) Z CL, alors i(k) = p. 
En effet, supposons que s (CL) = 0 f CL. Si v est un point de J sur l’arc orient6 ~0, on a alors sur 
cet arc les points p fi’ fiti’0 dans cet ordre; de mCme on a ~vti’6’8 dans cet ordre; cela entraine 
que s (v) = 0 et i(v) = v ; cela est vrai en particulier si v est le point de J constcutif 6 CL, et alors 
i(cL) = CL. 
En inversant le sens de parcours sur C’, cela entraine que si i(p) f p, alors S(P) = p. 
11 existe done 6 E H(a) tel que Q et 6’ = e(a) soient consCcutifs dans la suite (6), dans 
l’ordre ati’, ou dans l’ordre h’a. Supposons cela r&&C; on montre aIors de la m&me man&e 
qu’il existe 6 E 2(o) tel que, en plus, b et 6’ soient conskcutifs, dans l’ordre b6’ ou 6’b, dans la 
suite (6) et ainsi de suite; d’oh le: 
COROLLAIRE. Pour tout u E Z tel que K soit connexe et J non aide, il existe 6(u) E H(u) 
tel que p et fi’ soient consicutifs duns la suite (c?(u)); on diru que C+(U) est uneforme nomale de 
U. 
Remarque. 11 peut se faire que pour un point de J, le point a par exemple, on ait 
dam(a) = C’ -{a}. 
On montre alors aiskment que pour tout k E J, on a 
dam(F) = C’ -{CL} (p E J). 
On peut done mettre les points de (6) soit dans l’ordre 
Soit dans l’ordre 
aci’ b6’ 05’. . . (1) 
a”a6’bc”c.. . (2) 
Nous considkrons, pour n’avoir alors qu’une seule forme normale, que (5) est de la forme (1). 
2.3.f. Lorsque u E Z est sous forme normale, on peut exprimer de man&e combinatoire, le
degrt de u: 
LEMME. Soit u E I;, plongement mis sous forme normale ; on a alors 
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oli sgn p est le nombre (-l)‘+‘+‘, oti i est &al d 0 (respectiuement 1) si jy.~’ (respectiuement p’/~) 
sont dans cet ordre dans (u), et oli r est le rang de p dans la suite (a). 
Dtmonstration. On peut supposer que C est un contour rectangulaire, et u: C + E un 
plongement tel que J = C n C’ soit en entier sur un segment pq, inclus dans un cot6 du rectangle 
C, conformement au schema ci-contre; appelons a,, b,, . . . 1, les milieux des segments la, ab, . . . 
sur C; la variation angulaire de u(x) - x, si x parcourt C, est la somme de la variation angulaire le 
long de qp, et de celle obtenue le long de pq ; or de a1 B b,, la variation angulaire de g(x) - x est 
de: 
- P si a est en inversion 
+ P si a n’est pas en inversion 
Ceci Ctant vrai pour tout point d’ordre impair; par contre, pour des points d’ordre pair (comme 
6, d, . . .) les resultats ont inverses, et dans tous les cas la variation angulaire st de: 
f sgn(p) x 2F = (-l)i+r+’ x 7~. 
Le long de pq la variation angulaire st: 
Comme le long de qp la variation angulaire st 2~, le resultat annonce est demontre. 
2.3.g. Nous allons maintenant poursuivre le processus de simplification, en reduisant, si 
possible, le nombre de points de J. 
LEMME D'EFFACEMENT. soient u E 2 et 6 E C tels que la suite (k) soit obtenue h 
partir de la suite (a) = (. . . p’, p, v’, v, . . .) en supprimant les lettres pcLI, CL, v’, v rencontrees dans 






a est en mverslan. 
I= I 
a n’est pas en mverslon 
i=O 
Fig. 8. 
2, e 6 E 2,. 
Fig. 9. 
Fig. IO. 
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D&momtrution. On peut supposer, en vertu du lemme de permutation, que sur C’ l’ordre des 
points est 
ctl, VFr CL* v
Comme K est connexe, ii n’existe pas de point de J sur le bord du disque /.N (sur C) VW (sur C’). 
11 existe done un voisinage u de ce disque tel que si h E H, prolonge u, 
u n h(o)=0 
0 II c=rup 
IJ i-l C=a& 
oii aj3 et a$, sont des arcs connexes ur C et C’ contenant I’arc P.V. 
I1 existe alors une isotopie +X :E + E, telle que rpo = id., se rbduisant & l’identiti en dehors de 
u, et telle que: 
~(c’ n o)= c; 
Oti 
c; II c=0. 
L’homeomorphisme hr = qI\ 0 h est alors une isotopie, dans H,, entre h et h,; Comme h,/C est 
dans Z, et du mCme type que (6). le lemme est demontrt. 
2.3.h. Soit alors o E X oti K est connexe, J non vide. Appelons sgn(a) la suite 
sgn(a) = (sgn(a), sgn@), . . . sgd)) 
oh sgn(p), ,u f J, est dt%ni dans le lemme 2.3.f. 
C’est une suite de longueur paire, dont les elements ont -1 ou +l. 
--Supposons que tous les termes de sgn(o) soient de m&me signe; leur somme est igale 1 
2n E 22, oti 2/n I= card J. On a alors 
d(a)= l+f~sgn(~)= Iin 
P 
Considerons alors h’ : D + E defini en coordonnees polaires par 
h,Y(r, e) = r -+os (I- Y)O 
h,‘(r,6)=$jsin(l-y)B 
Appelons cry la restriction h’iC; on constate alors que uy est un element de X tel que sgn(o’f a 
tous ses termes de mtme signe; choisissons y = 1 + n ; on a alors: 
Or par definition o’ est prolongeable a h’ E I&; et o est done aussi prolongeable au disque D, 
par h E H,. 
-Si sgn(a) comporte des termes de signe different, on peut reduire, a I’aide du femme 
d’effacement deux Clkments consecutifs de signature -1 et +l, jusqu’a obtenir 
soit des termes qui sont tous de mCme signe, et nous venons de voir que u est alors darts X,., 
on ; = d(m). 
. soit une suite telle que 
.T=0 
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auquel cas nous avons vu que u est dans Z,. Le ThCoreme 2est done dCmontr6, siK est connexe. 
2.3.i. Cas particulier oti y est nul, K connexe. Soit u E C tel que K soit connexe, et d(u) = 0; 
nous venons de voir que u est prolongeable au disque D, par un homeomorphisme h admettant 0 
comme seul point fixe. Or un tel point fixe est instable au sens suivant: 
11 existe h’ arbitrairement voisin de h, sans point jixe sur D, et avec 
h’lC = u 
Le ThCorbme 1 est done demontree si K est connexe. 
b’ b 
Fig. II. 
2.4. Lemme de rdcurrence 
Les thCor$mes ont vrais si K admet une composante connexe: supposons les vrais si K 
admet n composantes connexes: soit (T E I; tel que K a n + 1 composantes connexes, ou n 2 1. 
11 existe alors un arc simple et C”, p, tel que: 
p n c=ap=(po}u(pJ 
P CD 
p n D’=0. 
Cet arc partage D en deux composantes; appelons Do celle qui contient 0, D, l’autre; l’arc peut, 
en outre, &tre choisi de telle sorte que: 
K r3 D,#0 
K n D,#0. 
On conviendra, sans restreindre la gentralite, que l’arc orient6 pop, sur C borde D,. 
Soient p& et pl les images de p. et p, par cr; on peut joindre ph et pi par un arc de Jordan 
p’ C D’; on peut en outre supposer que la composante D; C D’ bordie par l’arc orient6 php ‘( 
(sur C’) et (Pip;) (par p’) ne contient pas 0, et que p’ partage chaque composante connexe Ki de 
K en deux domaines au plus. 
Fig. 12. 
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Soit alors k un prolongement de F g D tel que: 
365 
h(p)=p’. 
L’existence de h est assurke par le thtorkme de Schoenflies. 
Nommons I&.0 et K,,, (i = 0, 1, . . . n) les parties connexes de K qui sont respectivement dans 
Db et 0:. On a alors 
Do n D;, = Ko,o U K,.o . . . U Ki.o 
DI n D; = Kj+l., U K,+z.t . . . U &.I 
en supposant que les composantes Ki (i = 0, . . . n) sont numtrottes de man&e que les j 
premieres (j# 0, j+ n + 1) soient dans Do, les n - j dernikres dans D,. 
Montrons que 
d(h /aK,o) = y (3) 
En effet &, est dans D;, alors que h(Ko.,) est dans Db; il s’en Suit que 
Ko,, n h(Ko.11 = 0 
et done: 
d(h/aKo,,) = 0. 
Or par hypothkse 
d(hlaKo) = y. 
Comme 
Ko = Ko.o U &.I 
I’CgalitC (3) est dCmontrCe. 
Comme d, = 0 (i = 1, . . . n), le mCme raisonnement montre que: 
d(h/aKi,o) = O (i=l,...j) 
d(h/aKi.,) = 0 (i=j+l,...n) 
11 s’en suit que h/aD, et h/8D1 satisfont l’hypothbse (*) de l’introduction (aprbs avoir 
remarqut que les deux coins introduits par le dtcoupage du disque en deux composantes 
connexes peuvent sans difficult& &tre IissCs de sorte que gi = h /aD, (i = 0, 1) soit C”); comme le 
nombre des composantes connexes de Di II h(Di) (i = 0,l) est inftrieur ou igal g n, le thtorime 
est dtmontrk, aprks avoir remarquk que sur les composantes connexes ur lesquelles le degrC est 
nul, on peut prolonger h/aKi par un homtomorphisme sans point fixe (2.3.i). 
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